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Chapitre 1

Introduction

Dans ce cours nous présentons la méthode des éléments finis qui
est la méthode numérique de référence pour le calcul des solutions de
problemes aux limites. Le principe de la méthode est directement issu
de I'approche variationnelle.

L’idée de base de la méthode des éléments finis est de remplacer 1’es-
pace de Hilbert V' sur lequel est posée la formulation variationnelle
par un sous espace de dimension finie. Le probleme approché posé sur
V, se ramene a la résolution d’un systeme linéaire, dont la matrice est
appelée matrice de rigidité.

Historiquement, les premieres prémices de la méthode des éléments
finis ont été proposés par Richard Courant dans les années 1940 mais
ce sont les mécaniciens qui ont développé, poularisé et démontré 1’effi-
cacité de cette méthode dans les années 1950-1960. Apres ces premiers
succes pratiques, des mathématiciens appliqués ont considérablement
développé les fondations théoriques de la méthode et proposé des
améliorations significatives.

Le plan du cours est le suivant :

1. On voit d’abord I’approche variationnelle, c’est la partie la plus
théorique du cours avec le dernier chapitre car on utilise les es-
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paces de Sobolev et certains résultats comme 1'inégalité de Poin-
caré ou la continuité de 'application trace

. On applique la méthode des éléments finis en 1D puis 2D sur
differents problemes aux dérivées partielles

. On donne brievement une théorie sur les éléments finis (unisol-
vance..)

. Enfin on aborde les formulations mixtes et les éléments de Raviart-
Thomas qui permettent de discrétiser des quantités physiques qui
ont une composante normale continue.



Chapitre 2

Formulations variationnelles d’un
probleme aux limites

2.1 Eléments sur des espaces de fonctions

2.1.1 Espace des fonctions régulieres

Soit 2 un ouvert de R™ de bord I'. On note par D(2) ou C§°(£2)
I’espace vectoriel des fonctions C'*° sur €2 a support compact inclus
dans 2. D'(2) son dual topologique, c’est a dire ’ensemble des formes
linéaires et continues sur D(£2). On écrit

T(p) =<T,p >VT € D'(Q), ¢ € D(),
voir [12] et [13] pour plus de détails sur la théorie des distributions.

Exemple :

1
wu):{e o, faf <1

0, sinon

1/2

avec |r| = (:1:% + ...+ $%) appartient a D(£2). Son support est dans

la boule {x € R": |z| < 1}.



10 Formulations variationnelles d’un probleme aux limites

2.1.2 Espace des fonctions intégrables

On note par LP(2) ou p est un entier > 1 l'espace des fonctions
réelles définies sur € telle que :

/Qu(x)p dx < o0.

LP(Q) est équippé de la norme

al 2o = ( / w(@)? da)' .

L’espace L>(€)) est constitué des fonctions définies sur ) telles qu’il
existe un réel positif M tel que |u(x)| < M presque partout dans .
La plus petite constante M est notée ||ul|r~(q).

L’espace L%(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

Clairement, ||ul]z20) = (u, v)/>.

Lemme 2.1.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit u et v deuz fonctions de L*(Q) ; alors uv € LY(Q) et

|(w, v)] < |[ul| 20 ||v]|£2(0)-

Une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz est I'inégalité
de Holder.

Lemme 2.1.2 Soit u et v deuz fonctions de LP(Q) et L' (Q) respec-
tivement avec 1/p+1/p =1 :

|(u, 0)| <l @y [0]] 1 0)-
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2.1.3 Espaces de Sobolev

On s’interesse a deux espaces de Sobolev :

H'(Q) = {u e (), 25 ¢ 12(9), i)
H2(Q) = {u e 12(Q), 2% € 12(Q) et -2 € 12(9), Vi j}
- ’&zsi 8:@3;7 ’ )j '

Les dérivées dans les espaces de Sobolev sont pris au sens des distri-
butions.

On note
Hy(Q) ={ue H(Q), u=0surI}.

Corollaire 2.1.1 (Inégalité de Poincaré) Il existe une constante C' > 0
telle que

Vu € Hy(9Q), /

Q(u(ac)) dx < C'/Q|Vu(x)\ dx.

Corollaire 2.1.2 L’application
{ H'(Q) — L*(T)
Y0 :

U — U

appelée trace est une application continue et surjective de H'(Q) dans
un sous espace de L*(T') qui est dense dans L*(T).

Remarque 2.1.1 Les fonctions de L?(Q) n’ont pas de trace sur I’ car
elles ne sont pas assez régulieres en général. Pour u € L*(Q), u;r n'a
pas de sens en général.

En outre on note |u|y,0 = |Vu|2(q) ; ¢'est une semi-norme dans H'(12)
et c’est une norme dans Hj(§2) car si u a toutes ses dérivées partielles
premieres nulles sur 2 et que {2 est connexe alors u est constante et
comme elle est nulle sur le bord elle est nulle dans (2.

En outre avec I'inégalité de Poincaré, on montre que cette norme est
équivalente & la norme || ||g1q) dans Hj(Q).

On rappelle la formule de Green.
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Lemme 2.1.3 Siu € H*(Q) etv e HY(Q

/Au dx—/Vu Vvdx-l—/—vda
Ju

avec 5 = Vu-v ou v est un vecteur normal extérieur a I', la dérivée
normale de u.

2.2 Etablissement de formulations variationnelles

2.2.1 Formulation faible du probleme de Dirichlet homogeéne

Considérons le probleme aux limites appelé probleme de Diri-
chlet homogene. Soit €2 un ouvert borné régulier de R” et I' son
bord supposé lipschitzien :

—Au(z) + c(x)u(z) = f(x) Yo € Q
{ u(z) =0 Vo el. (21)

c € L®(Q), f € L*(Q). En outre, on suppose qu'il existe ¢y > 0 telle
que Vx € Q, ¢(x) > ¢o > 0.

On multiplie la premiere équation par une fonction test v supposée
réguliere et on integre sur le domaine 2. On a :

—/QAu()()daer/() da:_/f

En utilisant la formule de Green, nous avons :

/Vqudx+/() dx_/f

Le terme de bord disparait car on va prendre v nulle sur I' comme la
solution wu.
Nous allons maintenant chercher : v € HJ () qui satisfait

/vu Vvdx—i—/ c(x)u( dx—/f z)dr, Yve H)(Q).
(2.2)
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Le probleme (2.2) s’appelle la formulation faible ou formulation
variationnelle de (3.1).

2.2.2 Formulation faible du probleme de Neumann

Soit toujours € un ouvert borné de IR" de frontiere I' C! par
morceaux ; on considere cette fois le probleme suivant : étant donné
f € L*(2), trouver une fonction u définie dans €2 et solution de

{ —Au(x) +u(z) = f(x) Vo € Q

Qu—0vzel. (2:3)

Supposons la solution u de (2.3) suffisamment réguliere, par exemple
la fonction u € H?*(2); on multiplie les deux membres de 1’équation
aux dérivées partielles par une fonction test v € H'(§2), on intégre sur
(2 et on utilise la formule de Green. Compte tenu de la condtions aux
limites, on obtient

Vv € HY(Q), /QVU-Vvdx:/Qf(x)v(a:)d:U

On remplace le probléme (2.3) par le suivant : Etant donné f € L?(Q),
trouver une fonction v € H* () vérifiant

Yo € H'(Q /Vu Vvd:c—/f

2.3 Résolution du probleme variationnel

On fait quelques rappels d’analyse fonctionnelle, voir [14] et[10]
pour plus de détails.

Definition 2.3.1 On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel
munt d’un produit scalaire dont [’espace normé induit est complet.

Definition 2.3.2 a est une forme bilinéaire sur V. -x V si
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1. a est définie de V x V dans R,

2. a est linéaire par rapport a chaque argument.

On a aussi.

Definition 2.3.3 a est continue sur V- x V s%l existe une constante
M réelle positive telle que

|a(u, v)| < Mlul[[v]] V(u,v) €V xV.
Le résultat suivant est le point clé des études variationnelles.

Théoréme 2.3.1 (Laz-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert sur IR
et a une forme bilinéaire continue et V-elliptique (ou coercive) c’est a
dire qu’il existe un réel a > 0 tel que :

au,u) > allul]*, Yu € V.

On considére L une forme linéaire sur V.
Alors 1l existe un unique u € V' tel que

a(u,v) = L(v) Yv € V.

De plus, on a 'estimée
1
[lully < —[|L{]v
o

V' étant l’ensemble des formes linéaires sur V.

démonstration : (facultative)
Fixons, u € V' et considérons 1’application

Au:{VHR

v — a(u,v)
On a Au € V' car

[Au(v)] < Mlullv[lv]lv, Vv e V.
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Ceci prouve que
| Aully < M[ullv.

Pour p un parametre positif, on introduit la fonction

o V=1V,
Pl ur—u—pT(Au—1)

I'application T" étant la représentation de Riesz et L = T'({). Il nous
reste a montrer que, pour p suffisamment petit, ®, est une contraction.
On aura alors Au = [, c’est a dire 'exixtence d’un unique u € V tel
que a(u,v) = L(v)Vv € V. On a :

19y (u) = @, ()|[5 = [|u = v][y + p*||Au — Avllyr — 2pa(u — v, u — v).

D’ou
@, (1) — @,(0)|[f < (1= 2pa + p*M?)|[u — vl[f.

Il suffit de choisir
0<p<2a/M>.

De plus si on fait u = v, on a
a(u,u) = L(u).
En utilisant la coercivité de et la continuité de a on a
allulli < a(u,u) = L(w) < [[L]lv|]ully.

Reprenons le probleme (2.2) :
1. V = H}(9Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u, V) 1) :/u(x)v(a:) d$+/Vu-Vvdx,
0 0

2. a(u,v) = [, Vu-Vodr + [, c(x)u(z)v(z)dr est une forme bi-
linéaire, continue sur V' x V et V-elliptique,

3. L(v) = [, f(z)v(z) dz est une forme linéaire sur V.
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2.4 Interprétation du probleme variationnel

Question : La solution u € V' trouvée dans (2.2) est-elle solution du
probleme (3.1) 7

Réponse :

Proposition 2.4.1 u solution de (3.1) si et seulement si u est solution

de (2.2).

Démonstration : (facultative)
Si u est solution de (3.1) alors u est solution de (2.2).

Inversement, supposons u solution de (2.2). L’idée de base est alors
de choisir une fonction test v € D(2) ce qui est possible car D(2) C
H(2). On a alors :

/QVU Vvdx+/ c(x)u( dx—/f x)dr Vv e D(Q).

En utilisant la formule de Green a l'envers, on a :

—/Au()()daz+/() dx—/f ) dz Yo € D().
Q
On rappelle le résultat suivant :

Lemme 2.4.1 Soit f € L*(Q), si [, fedz =0 pour tout ¢ € D(Q)
alors f = 0 presque partout dans ().

Le lemme donne que
—Au(z) + c(x)u(z) = f(x) pp dans .

D’autre part w € H}(Q) donc u = 0 sur le bord de €. Ainsi u est
solution de (3.1).
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2.4.1 Deuxieme exemple : probleme de Neumann

Toute solution u suffisamment réguliere de (2.3) est solution du probleme
précédent. Réciproquement, si u solution de la formulation faible, on
a en particulier

Vv e D(Q), /QVU -Vodr = /Qf(x)v(x) dx

Lorsque u est réguliere, a savoir ici u € H?(2), on obtient en appli-
quant la formule de Green

- [ Au@)ota)da = [ pay

ce qui équivaut a I’équations aux dérivées partielles de (2.3) et
VYo € HY( / —uvdo =0

ce qui donne la condition aux limites si on admet que l’espace des
traces sur I" est dense dans L?(T").

2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 On considére un domaine rectangulaire  C R? de
bordI' = I'p UD'y tel que I'p NI'y = O. On consideére le probléme
elliptique suivant :

—Au = f dans
(1) u=0 sur'p,
ou

5 = 0 sur Iy,
avec f € L*(Q)). On suppose que u € H*(Q) et on rappelle que 'appli-
cation trace est continue de H'(Q) dans un sous espace de L*(T).

1. Etablir une formulation variationnelle (FV) du probléme.

2. Montrer que cette F'V a une unique solution.



18 Formulations variationnelles d’un probleme aux limites

3. Montrer que la solution de la (FV) est une solution faible du
probléeme (1).

Exercice 2.5.2 Soit Q) un ouvert réqulier de R?, on considére le probléme
suivant : trouver une fonction u telle que :

(1) V- Vu—Au= f dans €,
u=0 surl
avec V € R? donné tel que div(V) =0 et f € L*(Q).
1. Ecrire une formulation variationnelle du probleme.

2. Montrer la relation div(uV) = V(u) -V + udiv(V') pour toute
fonction réelle u et tout vecteur V.

3. Montrer que la F'V a une unique solution.

4. Montrer que la solution de la F'V est solution de (1). On supposera
que la divergence de Vu est dans L*(2).

On rappelle la formule de Stokes

/div(u)vd:z::—/u~VUd:1:+/u-nvda
0 0 r

avec n normale sortante a 0 et pour tout u tel que u et div(u) sont
dans L*(Q) et v élément de H' ().

Exercice 2.5.3 Probleme de Maxwell

On s’intéresse ict aux équations venant de la modélisation de phénomeénes
électromagnétiques. On suppose que le probleme est posé dans un do-
maine ) ouvert borné et lipschitzien de R?. On note en gras les fonc-

tions a valeurs vectorielles. On rappelle que pour toute fonction ¢ de
Q dans R,

dp Oy
tp= (=",
ro 90 (ax27 axl)
et pour toute fonction u = (uy, us) de 0 dans R?
8uz 8U1
rotu = — — —

85131 8332.
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On note n le vecteur unitaire normal extérieur a 2 sur I' le bord
de Q. Dans certains cas on est amené a rechercher la solution u du

probleme :

(1) rot rotu = f dans (2,
nAu=0 surl' condition aux limites du conducteur parfait

ot la solution u est un vecteur au moins dans (L*(Q))? et f € (L*(Q))%

On introduit le cadre fonctionnel ou ['analyse du probleme va se dérouler.
Il s’agit de l’espace H(rot ;) défini par :

H(rot ;Q) = {v e (L*(Q)%rot v € (L*(Q))*}.

H(rot ;) est un espace de Hilbert muni de la norme

[0l arot 20y = ([ullZ2 + [rot v||2) 2.

On supposera que [’application trace tangentielle v — v An est conti-
nue de H(rot ; Q) sur un espace M de Hilbert de fonctions définies sur
Gamma et qui n’est pas préciser. On introduit l’espace Hy(rot ;) des

fonctions de H(rot ;) de trace tangentielle nulle.
On a la formule de Stokes : pour tout v € H(rot ;Q) et ¢ € HY(Q) :

/rotvgpdx:/V-rotgpdx+/n/\vg0ds.
) 9) r

(aAb=aiby — asby sia=(ay,as) et b= (b1, b)).
1. Etablir un formulation variationnelle de (1).

2. Montrer que l’on est dans le cadre du théoreme de Lax Milgram.
En déduire ['existence et ['unicité de la solution.

3. Montrer que la solution de la F'V est solution de (1).
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Chapitre 3

Approximation par la méthode des
éléments finis

3.1 Principe de la méthode des éléments finis

Reprenons le probleme de Dirichlet homogene :

—Au(z) + c(x)u(z) = f(x) Vo e (3.1)
u(z) =0 Vo el '
On a écrit une formulation de ce probleme sous la forme :
Trouver u € V' tel que (3.2)
a(u,v) = L(v) Yv e V '
avec
1. V= H}Q),

2. a(u,v) = [, Vu-Vvdr + [, c(z)u(z)v(z) dz,
3. L(v) = [, f(z)v(z) dz.
But : calculer une solution approchée du probleme variationnel (3.2)

ce qui nous donnera d’apres la proposition (1.3.1) une solution ap-
prochée du probleme (3.1).

Question : comment calculer explicitement une solution approchée
qui soit facilement calculable tout en ayant une idée assez précise de
I’erreur commise par rapport a la solution exacte ?
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3.1.1 Stratégie utilisée

L’idée de base consiste a résoudre le probleme (3.2) dans un espace
de dimension finie V}, inclus dans V' approchant l’espace V' dans un
sens a définir : c¢’est le principe de la méthode de Galerkin.En outre,
la construction de l'espace Vj, repose sur la notion géométrique de
maillage. Dans ce contexte le parametre h correspond a la taille
maximale des mailles ou cellules qui composent le maillage; il est
strictement positif et dans la limite h — 0, 'espace V), sera de plus en
plus gros et approchera de mieux en mieux l'espace V' tout entier.

On cherchera a résoudre le probleme suivant :

T 1
{ rouver u, € Vj tel que (3.3)

a(up,v) = L(v) Yv € Vj,.

Le probleme (3.3) s’appelle le probleme discret du probléeme continu
(3.2).

Pourquoi V}, est de dimension finie ?

pour n’avoir qu’'un nombre fini d’inconnues ou degrés de liberté qui
seront les composantes de la solution approchée dans une base de V} ;
ces composantes pourront facilement étre calculées en résolvant un
systéme linéaire qui est la version matricielle du probleme (3.3).

D’un point de vue théorique, il est nécessaire que ce nombre de degrés
de liberté puisse étre aussi grand que 1’on veut, de maniere a approcher
la solution exacte de facon la plus précise possible. Autrement dit si
Ny, désigne la dimension de V},, on souhaite que N, — oo quand h — 0.
Plus précisement :

Definition 3.1.1 On dit que les espaces (Vi)n, h > 0 forment une
approximation interne de V' si

1. pour tout h >0, V;, C V.
2. pour tout v € V', il existe vy, € V}, tel que

l|lv — vplly — 0 quand h — 0.
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D’un point de vue pratique, la construction de 1’espace V}, doit satis-
faire deux exigences :

1. V}, est facile a construire : on pourra choisir un espace dont la
base sera formée de fonctions polynomiales par morceaux.

2. la matrice du systeme sera creuse c’est a dire aura beaucoup
d’éléments nuls : plus elle sera creuse moins elle occupera de place
mémoire. Pour cela, on choisira une base dont les fonctions ont
un support dans quelques mailles.

3.1.2 Calcul effectif de la solution approchée

L’espace V}, étant de dimension finie NV}, il admet une base formée

des fonctions (w!, w?,...,w™). On cherche alors wuy, sous la forme

Np,
up, = g w;w'
i=1

ou (u;) sont les inconnues du probleme (3.3). Pour que la relation est
lieu Yv;, € V},, il suffit que cette relation soit pour chacune des fonctions
de base de 'espace V},. Ce qui donne en utilisant la décomposition de
up, et la linéarité de a par rapport a son premier argument :

Ny,
Vie{l,2,.. N}, > a(w,w')=Lw).
j=1

Introduisons la matrice A de taille N}, x Nj, dont les coefficients d’indice
1,7 valent
Ajj = a(w’,w")
et le vecteur b de IR™» défini par
bi = L(w"), Vi=1,..,N.

Résoudre (3.3) revient a résoudre le systeme linéaire (.S)

AX =b
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ou X = (ul,u2, ...,uNh).

Le systeme (S) a une unique solution car la matrice A est définie po-
sitive donc inversible, (A est définie positive si VX = (X7, ..., Xn,) €
RN X'AX >0 et X'AX = 0 implique X = 0). En effet, on a

N, N,

XIAX = Z Z A XX,

i=1 j=1

Ny,  Np
=22 alw w)XX;
i=1 j=1

N, N,
= a(z X;u, Z X;w"), (linéarité par rapport a la deuxieme variable)
j=1 i=1
Np
=a(y,y) siy = Zijj
j=1

> al|y||* car a est V-elliptique .

D’ou, le résultat.

Ainsi la solution du systeme (.5) est

X = A,

3.1.3 Estimer ’erreur entre u et uy,
On a le résultat suivant.
Lemme 3.1.1 (de Cea) On a l'estimation suivante :
M .
[l = unlly < —info,evi|lu —vallv

ot M est la constante de continuité de a et o la constante d’ellipticité.
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preuve : Comme V;, C V on a la relation d’orthogonalité :
a(u —up,vp) =0 Yo, € V.

On en déduit que

a(u —up,u—up) = au — up,u — v, + v, —up), Yo, €V

= a(u — up,u —vp) + alu — up, vy, —up) Yo, € Vj,

= a(u —up,u —vp) Yo, € Vi, (d’apres la relation d’orthogonalité).
Ainsi,

allu = up|[* < alu —up,u —up) < Mllu—up||l[u —unl].

On obtient alors :
M
| — upl| < EHU —upll, Yo, € V.

Remarque 3.1.1 En pratique pour évaluer ’erreur |lu—uyl|, on choi-
sira un élément particulier vy qui sera linterpolé de u en un sens que
Uon précisera plus loin et on montrera que cette erreur est d’ordre h*
ou k est un entier qui dépend de V.
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Chapitre 4

Mise en oeuvre de la méthode en
dimension 1

Prenons 'exemple suivant :

—u"(z) + c(x)u(z) = f(x) Yz €la,b| (4.1)

u(a) =0, u'(b)=p '
ot 3 est un nombre réel donné, ¢ € L>(]a, b]), f € L*(Ja, b]) et il existe
co > 0 telle que Vx €la, b], c(x) > ¢y > 0.

4.1 Reésolution du probléme continu

On suppose que (4.1) admet une solution unique v € H?(Ja, b]).
Soit v € H1(]a,b[), on multiplie la premiere équation par v, on integre
sur |a, b| et on fait une intégration par parties :

b b b
/u’(a:)v'(x)dx—u’(b)v(b)—|—u’(a)v(a)—|—/ c(x)u(x)v(x)dx:/ f(z)v(z)dx

Comme u(a) =0 et v'(b) = 3, on a

b
[ @@ + e m—/f r)de + B (b).
On propose la formulation variationnelle de (4.1)

{ Trouver u € V' tel que

a(u,v) = L(v) Yo € V. (4.2)
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L.V ={ve H'(a,b]), v(a)=0}

2. a(u,v) = f;(u’(a:)v’(x) + c(z)u(z)v(x))dz,

3. L(v) = [ f(x)o(x)dx + Bo(b).
Remarque 4.1.1 On peut noter que la condition sur v est dans [’es-
pace V' tandis que celle sur la dérivée n’est pas imposée. On dira que
la premiere condition de type Dirichlet est explicite tandis que la

deuxieme qui est une condition de type Neumann est implicite, (on
la retrouve dans la formulation implicitement écrite!).

On peut montrer avec le théoreme de Lax-Milgram que le probleme
(4.2) a une unique solution u € V' et que les deux problemes (4.1) et
(4.2) sont équivalents, (en exercice).

4.2 Probleme discret

4.2.1 Construction de ’espace V},

La construction de V}, doit satisfaire

1. V,, € H'(Ja,b]) c’est pour cela que I'on va construire Vj, tel que
Vi, € C%([a, b)),

2. la matrice A du systeme doit étre creuse

3. la base de V), est facile a définir

b—a
N+1»

Soit N un entier positif, h = on désigne par
ri=a+ixh, i€ {0,N+1}

les N + 2 points du maillage. h s’appelle le pas du maillage. On a
en particulier xg = a et xy1 = 0.

On introduit I'espace de dimension finie V}, défini par

Vh = {Uh - Vh, Uh(a) = 0}
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avec
Vh = {Uh : [a,b] — IR, vy, € CO([CL,b]), Uh[2;,2i41] € P, Vi e {0, 1, ,N}}
ou P, est 'espace de degré inférieur ou égal a un.

Lemme 4.2.1 1. Les fonctions de Vj, sont entiérement déterminées
par les valeurs qu’elles premnent en chacun des points x;, © €
{0,1,2,..., N + 1}.

2. La dimension de Vh est N + 2 et une base de Vh est formée des
fonctions w', i € {0,1,2,..., N +1} suivantes : w' € Vj, w'(x;) =
dij (indice de Kronecker).

Ces fonctions sont appelées fonctions chapeaux en raison de
leur graphe et on a :

N+1
Yoy, € Vi, vp(x) = Z vp () w' ().
i=0
Les scalaires vy (z;), i € {0,1,2,..., N + 1} sont les degrés de
liberté de la fonction vy, € V},.

3. Vi, € H'(a, b]).

preuve : La fonction vy [, ..., ,) est affine donc elle s’écrit sous la forme
(V) /zs0i0a] = @2 + b, a,b € IR. Les deux parametres sont déterminés
par les valeurs vy (z;) et vp(ziv1), (A # 0 donc z; # x4 ).

La fonction v, est donc parfaitement connue sur [a, b] car chaque res-
triction sur [x;, x;41] est déterminée.

D’aprés 1) les fonctions w' sont parfaitement déterminées sur [a, b].
Montrons que c¢’est une base de Vj,.

Montrons que la famille est libre : soient N 4 2 scalaires Ay, ...., Ay11
tel que la fonction vy,(x) = Zj-\:f)l A\jw’ () soit nulle. En particulier,

N+1
Vi€ {0,1,2,..,N +1}, 0=vu(z;) = > Aw(z;) = A,
j=0
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Chacun des coefficients \; est donc nul, et la famille est libre.

Montrons que la famille est génératrice : soit v, € Vi, et w = S0 o vy (25)w' (z).
Evidemment, w € Vj, et w(z;) = vy(z;), Vi. D’apreés le premier point,

on a w = vy. Donc la famille est génératrice donc c¢’est une base et la
dimension de Vh est N + 2.

Montrons 3 : si v, € Vi, vy € C%([a,b]) donc est bornée sur [a, b]. Par
suite,

b
/ vh(x)2 dr < supme[a’b]\vh(xﬂ(b —a).

Donc v, € L*([a, b]).

Montrons que sa dérivée au sens des distributions est dans L?([a, ]),
(on peut admettre cette démonstration).
Soit v, € Vj,, on a pour tout ¢ € D(]a, b])

N+1 o g
<(vn), ¢ >=—<up ¢ >=— Z/ vn(2)¢ (z) da.
i=0 YT

En intégrant par parties sur [z;, x;11], on a :

/,%i+1 un(@)¢(2) dv = _/%”*1{02}(@@(:}6) dr+vp(i1)p(@ipa) —on(zi) o (i)

ou {v), } désigne la dérivée usuelle de vy, égale a M sur [z, Tii1].

Donc, on a {v},} € L*([a,b]). Sommant sur les indices 7, on a

<, >=<{uv}}, ¢ > Fup(a)p(a) — vy (b)p(b).

Comme ¢(a) = ¢(b) = 0, les distributions v; et a {v;} sont égales.
Donc v}, € L*([a, b]).

Corollaire 4.2.1 1. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées

par les valeurs qu’elles premnent en chacun des points x;, © €
{1,2,..., N + 1}.
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2. La dimension de V, est N + 1 et une base de V), est formée des
fonctions w', i € {1,2,..., N+1} suivantes : w' € Vj, w'(z;) = 0y
(indice de Kronecker).

On a:

N+1
Vo, € Vi, vp(x) = Z vp(x)w' (x).
i=1
Les scalaires v (x;), i € {1,2,..., N+ 1} sont les degrés de liberté
de la fonction v, € V.

3.V, CV.

demonstration : Le 1 est immediat. Soit v;, € V}, alors v, € Vh
donc vy(z) = 25\561 vp(z;)w'(z) avec vy(a) = 0. Donc w' pour i €
{1,2, ..., N+1} est génératrice. Elle est libre comme sous famille d'une
famille libre donc c’est une base de V},.

4.2.2 Calcul de la solution approchée

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe une solution unique
up, au probleme variationnel discret :

{ Trouver u;, € Vj, tel que (43)

a(up,v) = L(v) Yv € V.
1. a(u,v) = fab(u’(:v)v’(x) + c(x)u(r)v(r))dr,
2. L(v) = [? f(z)o(x)dz + Bu(b).
D’apres le corollaire précédent, cette solution est de la forme :

N+1

up = Z uw' ()
i=1

oil le vecteur de IRN*! de composantes u; est la solution du systeme
linéaire :

AX =b
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1. A=(Ay), 1<ij<N+1

Aij = / (") (@) (w’) (2) + e(z)w' (z)w (z))dx
2. b= (bi)1<i<n+1

b—/f 2)dz + Bui (5).

Ainsi pour connaitre la solution approchée uy, il suffit de calculer la
matrice A et le second membre b.

Pour cela explicitons les fonctions de base w' pour i € {1,2,..., N+1}.
La fonction w' a son support dans [z;_1,7;41] et par un calcul simple
on a pour i € {1,2,..., N} :

T—T;— .
=L si € [wioq, 2]
Li4+1—T

w'(z) =< T2 gix € [xg, 341 (4.4)
0 sur les autres intervalles

et la fonction w™ 1 est & support dans [xy,b] et on a :
IT—ITN
N1y N six € [z, b] A5
W (@) { 0 sur les autres intervalles . (4.5)

Ces fonctions de base peuvent toutes s’exprimer a 1’aide des fonctions
de base de I’élément de référence wy et w; qui sont

wo(r) =1 —x et wi(x) =z (wo(x;) = do; et wy(x;) = ;.
On a en effet, pour chaque indice i € {1,2,..., N + 1},

LT—Ti—1 :
| w(=5) six € w1, 3],
w'(x) = ¢ wo(*5") siw € [m, 441], (4.6)
0 sur les autres intervalles .

2

Remarque 4.2.1 On peut aussi utiliser la fonction ” mére ” p(x) =
1 — |z| définie sur [—1,1]. Dans ce cas on a p'(x) = @(*5%), Vi.
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4.2.3 Calcul de la matrice A

Comme les fonctions de base ont leur support dans [x; 1, x;.1], on
AZ'J:OSi ‘Z—]|22

Ainsi on est amené a calculer :

1.sii <N, Aj;, Aiio1 et A; i1 et comme la matrice est symétrique,
on aura Ai—l,i et Ai+1,z’
2.s11 =N + 1, AM et Ai—l,i-

La matrice A est tridiagonale.

Pour i # N +1

Am‘ = ‘/mi+1 (uﬂ(gj)/)Q + C(Q?)(w’(gg))QdSU,

A= [ @) @ o)) + el (@ (@),

Ay = /xiﬂ(wi(x)/)(wwl(x)/) + c(z)w' (z)w™ () dx

%

et pour i = N + 1

Avn = [ @@)P + clo) (@ (z) P,

IN

b
A= | (@ @) () + oo @) (@)do.
TN

Prenons c(z) = ¢ et f(z) = fo sur [a,b]. On va utiliser les fonctions
de base de I'élément de référence pour calculer les coefficients. Par
exemple :
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34
On fait le changement de variable y = ==*=X. D’o,
/x¢1 wl(x _hxi_l )wO(x —hxi_l) dr.
1
= h/ wi(y)wo(y) dy
0

! h
=h/ (I—yydy = 5.
0

De méme, on a pour i % N + 1

2 2h
A= — -
, h‘|‘003
—1 h
Aji1r=Ajip1 = — -
i—1 i+l 3 +006
et ] b
ANtiNt = n + C()g
—1 h

AN N1 = s + g

et tous les autres coefficients sont nuls.

4.2.4 Calcul de b

On a de la méme maniere :

{bi:hfopouri#Nqu
bN+1=h7f°+5-

4.2.5 Programmation de la méthode

La matrice étant symétrique et définie positive, plusieurs méthodes
sont possibles pour résoudre le systeme, voir [1], [11] et [3] :

1. méthodes directes, factorisation de Gauss ou de Choleski
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2. méthodes itératives de type Gauss-Seidel ou gradient conjugué.

Dans le cas d’une matrice tridiagonale, la factorisation de Gauss est
particulierement simple a implémenter. La méthode est la suivante :
A admet la factorisation LU c’est a dire

A=LU
avec
Iy . :
L=1 0 :
e 0
\ 0 ... 0 Iy dyu
et
1 U1 0O ... O
0 "~ - el
U= T
: . - UN
O ... ... 0 1

Les éléments non nuls sont déterminés par les relations :

Lij.1 =11, Li;=d;,

Uiiv1 = v, Ui =1
On calcule les coefficients de L et U avec les égalités :
Aii=LiiUi—1; + Li Ui
= Ui—lli—l + dl
Ajjr=Li; 1Ui 1,1 =11,

Ajiv1 = LU i = div;.
Une fois les matrices L et U calculées, il est facile de résoudre le
systeme AX = b en 2 étapes successives, la premiere qualifiée de
descente ou on résout le systeme triangulaire inférieure Lz = b puis

la deuxieme étape appelée étape de remontée qui est consacrée a la
résolution du syteme triangulaire supérieur UX = z.
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4.2.6 Algorithme de Gauss

C’est le suivant, (N, = N +1) :
_ _ b _ A
1. poser dy = Aj1, 21 = &= d;f

2. boucle sur i = 2, ..., N + 1 ( factorisation de descente)

lisn= A
di = A;; —vi1liy
v, = i+l
i d;
o (bi — li—12i-1)
2 = i

3. Initialisation de la remontée
UN+1 = ZN+1
4. boucle j = N, N —1,...,1 (remontée)
Ui = Zi — Vi1

Dans cette méthode, on stocke les coefficients [; d; et v; des matrices L
et U dans des tableaux unidimensionnels. Par ailleurs un seul tableau x
suffit a stocker b, z puis la solution x. Au départ ce tableau contient les
valeurs du second membre. Au fur et & mesure de I'étape de descente,
on remplace x(i) = b; par z; ce qui s’écrit :

(i) =i — 1))
x(i) = a0) :

Puis on agit de méme durant I’étape de remontée en remplacant au fur
et a mesure de cette étape (i décroit de N+ 1 a 1) la valeur z(i) = z;
par u; ce qui s’écrit
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4.2.7 Estimation de ’erreur
On va montrer le résultat suivant.

Proposition 4.2.1 Supposons que c et f sont continues sur |a,b] de
sorte que la solution eracte u est C*([a,b]). Si uy est la solution du
probléeme discret (4.3) alors il existe une constante C' > 0 tel que

Hu - uhHV < Ch
ou C=Cu" ba, M,«).
preuve : On rappelle que V = {v € H'(]a,b[), v(a)=0}. On munit
V' de la norme
1ol = 1l a0

équivalente a la norme de H'(]a, b]).
D’apres le lemme de Cea, on a

M
|Ju —uplly < EHU —upllv, v € Vi

Choisissons un élément vy, particulier : on prend l'unique élément de
Vi, qui coincide avec u en chacun des noeuds du maillage noté m,u
appelé interpolé de u ie, muu est la seule fonction de V), qui a les
mémes degrés de liberté que u. On a

N+1

mhu(x) = Z u(z;)w'(x), Vo € [a,b].

b
lu = malfy = [ = (m))? do.

Notons w = u — mpu. On a w € C?(|x;, z;11[) et par construction
w(z;)) = w(xr;y1) = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €
|zi, x| tel que w'(c) = 0. On a Vo €)x;, xi41]:
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= /j u"(t) dt.

Donc |[w'(z)| < supiejay v’ (t)|h. Ainsi

Tit1
0 ey = [ 0 OR

< suprefan U (t)]*R°.
D’ou

N Tit+1
WﬁWWzZ/(MWﬁ
i=0 v Ti

N
- Z '] ’%2(]$i,93i+1[)
1=0

< (N + DA’ supiepop v ().
Or h(N 4+ 1) =b— a, on a donc

M
| — up||ly < Vb — asupte[a,b]\u"(tﬂg h.
Exercice 4.2.1 Considérons le probleme aux limites :

{ —u(x)W 4 c(x)u(z) = f(z) Vo €]0, 1]

u(0) = u(1) =0 et w'(0) = /(1) =0 (4.7)

avec ¢ € L®(]0,1]), f € L*(]0,1]) et il existe une constante cg > 0
telle que Yz € [0, 1], c(x) > ¢o > 0.

1. On suppose que le probléeme (4.7) a une solution dans H*(]0,1]).
Etablir une formulation variationnelle du probleme ou la solu-
tion sera cherchée dans un sous espace de H*(]0,1[). Essayer de
montrer que le probleme est bien posé en utilisant le théoréeme de
Laz-Milgram et en admettant que la semi-norme ||u”|[12q01)) est

une norme dans l’espace ou on cherchera la solution équivalente
a la norme usuelle de H*(]0,1]).
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2. Avec les notations du cours, on définit [’espace discret
Vi = {on, € Vi, vp(0) = vy (1) = v},(0) = v, (1) = 0}
avec
Vi = {vn € C*([a,b]) et (n) jw,0r,,] € D3, Vi € {0,1,2,..., N+1}}

ou Pj est l’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a trois.
Montrer que les fonctions de Vi, sont entiérement déterminées par
les valeurs qu’elles prennent ainsi que leur dérivée premiere en
chacun des points x;, i € {0,1,2,.... N + 1}. En déduire que la
dimension de Vj, est 2(N + 2) et une base de Vi, est formée des
fonctions u' et v'i € {0,1,2,..., N + 1} suivantes :

u'(;) = 65 et (u')'(z;) =0
v(wg) = 0 et () (a5) = 0y

Montrer alors que :

i N+1 | N+1 |
Yo, € Vi, vp(x) = Z vp(z)u' (x) + Z v, (z)v' ().
i=0 i=0

Donner une base de Vi, et montrer que 'espace V;, C H3(]0,1[).
En déduire le probléme discret associé au probleme (4.7).

Quels sont les degrés de liberté de la méthode des éléments finis ¢

S v Lo

Calculer les quatre uniques polynomes de degré inférieur ou €gal
a trois définis sur l'élément de référence [0, 1] vérifiant :

uo(0) = 1, uo(1) = w(0) = (1) =0,
w(1) = 1, w (0) = ) (0) = wi(1) =0,
0h(0) = 1, v0(0) = vy(1) = vh(1) = 0,
0i(1) = 1, v1(0) = vy (1) = 0} (0) = 0

Les tracer.
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7. En déduire les fonctions de base de Vi en fonction des quatre

fonctions calculées et les tracer.

8. On cherhe la solution sous la forme

up(x) = Z vt () + Z piv' ().

Ecrire le probleme que vérifient les inconnues (A1, .., AN, f41, -5 AN ) -
Donner la matrice et le second membre du systeme linéaire qui
résulte de cette méthode d’approximation.

9. Tracer (sur papier logarithmique si possible) log(|lu — uy||v) en

fonction delog(h). En déduire le taux de convergence de la méthode.

Indications :

1.

S oA Lo

Faire deux intégrations par parties et prendre
V ={ve H*(Q), v(0) = v(1) = v'(0) = /(1) = 0}.

Appliquer le théoréme de Laz-Milgram sachant qu’il existe deux
constantes Cy et Cy telles que

Cullw”[ 2o < Hullz2goay < Collw”llzzgopVu € Hy(]0, 1))-
On pourra écrire que VY € [z, xi41], vn(x) = a(z — ;)% + b(x —
7;)? + c(x — ;) +d.

Prendre les fonctions u' et v'.

Utiliser V),

Il doit y avoir autant de degrés de liberté que d’éléments dans V.
On trouve ug(z) = (1 —22)(1 — )%, uy(x) = (3 — 22)2?, vo(x) =

(1 —x)% et vi(z) = —(1 — x)a>.

. u () st x € [wioq, x],
u'(z) = uo(%) si T € [x;, Tiy1],

0 sur les autres intervalles .
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| hoy (=) si @ € [zi-1, x4,
v'(x) = ¢ huo(57) st x € 14, Ti41],
0 sur les autres intervalles .

8. On pourra écrire le vecteur des composantes de uy dans la base
de Vi, sous la forme X = (X1,X3), X1 € RN, Xo € RY, X et
Xo correspondants aux composantes A et j; respectivement.

9. Le taux de convergence doit étre deux!

Remarque 4.2.2 1. Dans le cours la méthode d’approxrimation ex-
posée pour le probléme (4.1) utilise des fonctions affines par mor-
ceauzr car on doit approcher Uespace H'. On construit alors un
espace de dimension finie inclus dans C°, ce qui se fait avec des
polynomes de degré inférieur ou €gal a un par morceaux. Par
contre, dans [’exercice 4.2.1, on a besoin d’approcher 1’espace
de Sobolev H?, ce qui s’obtient en construisant des fonctions
Cl. D’ou lutilisation de fonctions polynomiales de degré trois par
morceaux pour construire des fonctions C'. Avec des fonctions
affines par morceaux, on ne peut pas approcher correctement des
fonctions C*.

2. Le plus souvent les fonctions de base sont polynomiales par mor-
ceaux dont le support est dans quelques mailles pour avoir une
matrice creuse. Mais on peut utiliser d’autres fonctions.
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Chapitre 5

Méthode des éléments finis en
dimension 2

5.1 Généralités

On doit résoudre un probleme du type :

{ —Au(z) + c(x)u(z) = f(x) Vo € Q

u(z) =0sur I (5:1)

ou {2 est un ouvert borné non vide et régulier du plan.

Le principe consiste a écrire une formulation variationnelle associée a
(5.1) puis de résoudre ce probleme sur un espace de dimension finie
inclus dans Hj (€2).

La construction de I'espace de dimension finie exige un maillage de €2
qui satisfait certaines regles.

On recouvre €2 par des éléments de forme simple par exemple des rec-
tangles, des triangles.

Soit (T), k € {1,.., Nr} les éléments de petite taille qui recouvrent
2. On note
h = maryeq, npy (diam(T}))
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ou diam(T}) est le diametre de 1’élément Tj. On désigne par 75, I'en-
semble de tous de les éléments {71} }; 7, s’appelle une triangulation
de 2.
Pour simplifier, supposons que €2 est a frontiere polygonale. Donc, on
a

Q= Upe, T.

On dit que la triangulation est admissible si I'intersection entre deux
éléments est soit vide, soit réduite a un point, soit un coté tout entier.
Pour la convergence de la méthode, il est nécessaire que la condition
suivante soit satisfaite : il existe C' > 0 tel que pour tout A > 0,

no
p(T) —
ou p(T') désigne le diametre du cercle inscrit dans 1’élément 7. On dit
que la triangulation est réguliere si la condition est remplie. Cette
condition permet d’éviter des éléments trop applatis.

SUPTeT),

5.2 Approximation par des éléments finis rectan-
gulaires Q'

Le probleme (5.1) s’écrit sous forme variationnelle :

{ Trouver u € H}(Q) tel que

a(u,v) = L(v) Yo € H(Q). (5.2)

avec
V = H(Q),

a(u,v) /Vu Vvdsc+/ c(x)u(z)v(z) de,

o) = [ ry

Le théoreme de Lax-Milgram assure I'existence et 'unicité de la solu-
tion dans H} ().



5.2 Approximation par des éléments finis rectangulaires Q' 45

On suppose que  est le carré unité [0,1] x [0,1]. On recouvre )
par Ny = (N7 + 1)(Ng + 1) rectangles Ry, k € {1,.., Ny} de taille
hy = 1/(N7 + 1) dans la direction de z7 et hy = 1/(Ny + 1) dans la
direction de z3. On note h = max(hy, ho).

On note ¢',i € {1,..,(N; + 1)(No + 1)} les points du maillage, Ng =
(N1 + 1)(Ng + 1) et N; = Ny % Ny le nombre de sommets internes.

5.2.1 Espace discret V},

On note Q! l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a un par rapport a chacune des deux variables z; et x5. Cet espace est
engendré par 1, x1, xo, T129. En fait il est engendré par les produits
tensoriels de fonctions affines en x; par des fonctions affines en x»,
(f @ g)(z) = f(x1)g(x2)). On notera Q' = vect(P' @ P') avec P!
I’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a un engendré par
1, I et ZIo.

Introduisons ’espace discret V}, défini par

Vi, = {vn € Vi, wur = 0},
avec
Vi, = {v, € C°(Q) tel que (vn) /R, € Q' Vk€{0,1,2,.... Nr}}.

La proposition suivante permet de définir une base de Vj, et de donner
les degré de liberté des fonctions de et espace.

Proposition 5.2.1 1. Les fonctions de Vi, sont entiérement déterminées
par les valeurs qu’elles prennent en chacun des Ng sommets ¢' du
mazillage.

2. La dimension de Vh est Ng et une base de Vh est formée des fonc-
tions w', 1 € {0,1,2,..., Ng} suivantes : w' € Vj,, w'(¢’) = &y
(indice de Kronecker).
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Ces fonctions sont appelées fonctions chapeaux en raison de
leur graphe et on a :

Ng

Yo, € Vi, vp(z) = th(ql)wz(x)

i=0
Les scalaires vy(qi), i € {0,1,2,..., Ng} sont les degrés de li-
berté de la fonction vy € Vj,.

3. Vi, € HY(Q) et pour toute fonction vy, € V), on a au sens des
distributions

preuve : Soit v, € Vj, et B, un rectangle de sommets A, A2, A3 et A?
de la triangulation. Montrons que la restriction de v;, a ce rectangle
est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend aux quatre
sommets A’, Vi € {1,4}. Notons (z}, %) les coordonnées du sommet
Al. Par définition de Vj,, il existe des scalaires a, 3, 7, et & tel que
pour tout x = (1, 25) € Ry on ait

vn(z) = o+ Blar — 1) +7(x2 — 23) + 0(21 — 27) (22 — 7).

Le probleme revient a calculer les quatre coefficients «, 3, v et 6. On
a:

D’ou :

o+ ﬁhl + ’YhZ + 5h1h2 = Uh(AS)
On a un systeme triangulaire dont le déterminant vaut 1hihohihy =

(hihs)? # 0.
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La restriction a chaque rectangle étant parfaitement déterminée, la
fonction vy, est parfaitement connue sur ).

Pour 2. : d’apres ce qui précede, le nombre de degrés de liberté est
Ng (la dimension de I'espace des fonctions Q! par morceaux sur ()
est Ng), donc la dimension de Vj, < Ng. Pour montrer 1'égalité, il
suffit de montrer que les fonctions Q' par morceaux sont continues
sur Q. Comme les fonctions sont continues & l'interieur de chacun des
rectangles, il suffit de montrer que le raccord a l'interface entre deux
rectangles Rj et R; est continu.

Placons nous dans le cas suivant ou (AB) est Uinterface entre 2
rectangles Ry, et R). et elle est parallele a (Ozx3).
On note v = vy, et ' =wvy, . Ona

(v = 0)(A) = (v —')(B) = 0.

Or v — v’ est une fonction polynomiale de degré un de la variable x»,
(x1 = cte) qui s’annule en A et B. Donc v = v’ sur [A, B]. v, se rac-

corde de maniere continue a l'interface entre les deux rectangles. On
a donc dim(V}) = Ng.

Montrons que la famille est libre : soient Ng scalaires Aq, ...., Ay, tel
que la fonction v, (x) = Z;\fjl Ajw!(z) soit nulle. En particulier,

Ns
Vi e {1,2,...,Ns}, 0 =v,(q") = Z)\jwj(qi) =\
j=1

Chacun des coefficients \; est donc nul, et la famille est libre.
Comme elle comporte Ng éléments, c’est une base de V), et tout
élément v, € Vj, s’écrit sous la forme

Ng

on(r) = - onlgh)w ()

j=1
Montrons le troisieme point (plus chaud! facultatif).
Soit vy(z) € Vi, v, € L2(Q) car v, € L®(Q) et © est borné. Montrons
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que g—iﬁ et g—g’; appartiennent & L2(Q).
ovy, Op
YVoe D)), < —,p>=— <y, — >
? () 0x1 14 Uh 0x1
Ny
0
=3[ v
=1 /R O
Nr
0
=Z/ ) —/ [y, k] do
1/ Bx 01 ORy,

ou v;, est la i eme composante de la normale sortante vy, de Rj.
Montrons que le terme sur le bord est nul :

1. soit ORy, fait partie du bord de €2 et dans ce cas ¢ = 0,

2. soit ORy; est une aréte interne et dans ce cas si on note (AB) cette
aréte comme v, = —v on a

/ VRV i +/ vpevip =0, Vi=1,2.
[AB] [AB]

D’ou N
avh d 1,
< — o >= < Xp.—(v >
pld ; X (U, )2
Ainsi, on a
avh a(vh/Rk)

0 2
Donc, 522 € L*(9).
Par commodité d’écriture, on admet par la suite que les sommets in-

ternes du maillage correspondent aux indices i € {1, N;}. Pour I'espace
discret V3, on a le résultat suivant.

Corollaire 5.2.1 1. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées
par les valeurs qu’elles prennent en chacun des N; sommets in-
ternes du maillage
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2. dimVy, = N; et
N;

Yoy, € Vi, vp(x) = th(qz)wz(x)

1=1

Les scalaires vy,(q") pour i € {1, N;} sont les degrés de libertés de
la fonction vy,.

3. Vi, C H&(Q)

preuve : v, = S5 vy(gi)w'(z) car v, € Vj. Comme vy,(¢') = 0 pour
tout ¢ €T, on a

N;
vy, = Z vp(g)w' ().
i=1
Cette famille est génératrice et libre donc c’est une base de V},.

5.2.2 Calcul de vy,

Le probleme discret est :

(5.3)

Trouver u € V), tel que
a(up,v) = L(v) Yv € V.

ou V}, est 'espace décrit dans le corollaire précédent. On cherche alors
uy, sous la forme

N;
i=1

ou les coefficients x; pour ¢ € {1, N;} sont déterminés en résolvant le
systeme
AX =D
avec
1. X = (x1,29,...7N,)
2. A=(A;;), 1<i< N, 1<j<N,

A= a(wj,wi)
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3. b= (bi)i=1.n,,

Ce qui suit explique le calcul de la matrice A et du second membre
b par un procédé appelé assemblage.

On a
Aij = / V'V’ + cw'w?
Q
Nr
=) Aij(Ri)
k=1
avec
A j(Ry) = Vu'Vu’ + cw'w’.
Ry,
Ny
bi= [ fuw' =Y bi(Rs)
0 k=1
ou
Ry

Cette écriture montre que le calcul de A et b se rameéne a une somme
de contributions élémentaires A; ;(Ry) et b;(Ry) sur chacun des rec-
tangles formant la triangulation.

Par ailleurs, pour un rectangle R; donné, n’intervient dans le calcul
effectif de A; j(Ry) que les indices i et j associés & des sommets ¢' et
¢’ qui appartiennent a Ry, ( si ¢' ou ¢/ n’appartient pas & Ry alors
On est donc ramené a un calcul local c¢’est a dire sur chacun des rec-
tangles de la triangulation. Pour calculer les contributions élémentaires,
il suffit de déterminer les bases locales sur chacun des rectangles.
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5.2.3 Calcul des fonctions de base d’un rectangle quelconque

On va calculer quatre polynomes p’ de type Q! associés au rectangle
Ry tel que
p'(A7) = dij.
Expliquons le calcul pour p'. On a
p'(A%) =p!(A%) =0

et sur la droite (A2A3) p' est affine en x5 donc pt = 0 sur (A2A3)
d’équation 21 = x3. De méme p! est nul sur (A3A*) d’équation 2o = 3.
Ainsi, on a

(1, 22) = C(x1 — 1) (22 — 3)
oit C € IR. Or p'(A') =1, donc on a C = 1/hihy. D’olt

1
pl('r) hlhz (:Cl o x%)( 2 CC%)

De meéme, on a

Po) =~ (o1 — (o — o),
P@) = (o = 2l (a = ),
p(e) =~ — )z — o))

hiho
Quel est le lien entre les les fonctions de base locales p' pour
i € {1,4} et les fonctions de base globales w' pour i € {1, N;}?

Soit ¢ un point du maillage et w’ la fonction de base globale qui lui
est associée d’apres le corollaire (3.3.1). Soit Ry € 75,, on a

L. si ql ¢ Rka (wi)/Rk - 07
2. si ¢ € Ry, par exemple ¢' = A3, alors on a

(wi>/Rk = p3
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c’est a dire

(), = g1 = () o = 2h().

Remarque 5.2.1 La restriction a un rectangle d’une fonction
de base globale est une fonction de base locale.

Ainsi, en ayant calculer des fonctions de base locales de type Q!
sur chaque rectangle, on peut calculer les contributions élémentaires
A, j(Ry) et bj(Ry) sur chaque rectangle Rj de la triangulation.

Le calcul des contributions élémentaires se fait le plus souvent en
utilisant un élément de référence, ici le carré unité [0, 1] x [0, 1].

5.2.4 Calcul des fonctions de base du rectangle de référence

Ici R =]0,1[x]0, 1[. La tranformation affine qui permet de passer
de R a Ry un rectangle quelconque de la triangulation 7, vérifiant

F.(AY) = AY(Ry,) Vi

est

V(ml,xg) € R, Fk(xl,xg) = Al(Rk)-HUlAl(Rk)A2(Rk)+I2A1(Rk)A4(Rk)

On a Fk(R) = Rk
Les quatre fonctions de base sur R sont les quatre polynomes p; tel
que p; (A7) = ;.
On trouve
pi(z) = (1 —21)(1 — 22),

pa(x) = 21(1 — x9),
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On a
Vi € {1,4}, p'(Fu(z)) = pi(x), Yo € R.

Donc si on connait les fonctions de base de 1’élément de référence,
on connait les fonctions de base locales du rectangle R, pour tout
k € {1, Nr}. Evidemment, si on considere un autre rectangle de la tri-
angulation, la transformation affine est modifiée par contre les quatre
fonctions de base p; restent inchangées.

5.2.5 Exemple de calcul des blocs de la formulation

Si ¢ = ¢y € IR, calculons par exemple
Aii(Ry) = / IVw'|* + colw'|* da.
Ry,
Si par exemple ¢' = A3, on a

wig, =1’ (x) = p3(y) = n1ys

ey £y ) (2580 gl
Alnsi y; = %11(% et yp = %22(&“). De sorte que
Vu' —\5. =\ 73 )

@) =G am) = G iy

D’ot, en faisant le changement de variable x = F}(y), on obtient :

, 2 2 hihs 1 1
(z)2d :/% I hyhady = 22(= + —).
[ vui@Pde = [ (s ey = G + )

Remarque 5.2.2 On n’oublie pas le jacobien J qui vaut hiho car
Jp dx = [, Jdy.
k

Si on calcule la deuxieme intégrale de la méme maniere, on a

hlhg 1 1 hth
A?,Z(Rk) = —(_ + _) + C
3 2T 9
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Si on calcule la contribution des quatre rectangles (¢' est supposé étre
un sommet interne), on a

hlhg 1 1 h1h2
Aii = 4(— (5 + 73) + o—).
3 32 T2 9

5.3 Approximation par des éléments finis trian-
gulaires P!

Q) est supposé de frontiere polygonale de sorte qu’il est entierement
recouvert par Ny triangles Ty, Vk € {1,2,.., Ny} de taille maximale
h. On note ¢', i € {1,2,.., Ng} les points du maillage et N; le nombre
de sommets internes.

5.3.1 Espace discret

On désigne par P! I’espace des polynomes de degré inférieur ou égal
a un. Il est engendré par 1, x1 et xo. On définit

Vi, = {Uh < Vh, Uh)p = 0},

avec

Vi = {on € C°(Q), vy, € P', Vk € {1,..,Nr}}.

Proposition 5.3.1 1. Les fonctions de Vj, sont entiérement déterminées

par les valeurs qu’elles prennent en chacun des Ng sommets ¢' du
maillage.

2. La dimension de ‘7;L est Ng et une base de Vh est formée des fonc-
tions w', 1 € {0,1,2,..., Ng} suivantes : w' € Vj,, w'(¢’) = &y
(indice de Kronecker).

Ces fonctions sont appelées fonctions chapeaux en raison de
leur graphe et on a :

Ng
Yo, € Vi, vp(z) = th(qz)wz(x)
i=0



5.3 Approximation par des éléments finis triangulaires P! 55

Les scalaires vy,(q;), i € {0,1,2,..., Ng} sont les degrés de li-
berté de la fonction v, € V.

3.V, C HY(Q) et pour toute fonction v, € Vi, on a au sens des
distributions

démonstration : Dans un triangle T} de la triangulation vy s’écrit
vp(z) = a+ Bay + dza.
Les coefficients sont solution du systeme :

a + Px; + dxy = vu(AY
a + B2 + dx3 = vp(A?)
o + Pr; + dx3 = wvu(A%)

Son déterminant est

v

I
e

8 8
=0 = DD = =

8

DO DO

8

On a
_
D = A'APNATAY = £2 aire(Ty) = (z]—a)) (w3 —ay)— (2 —a1) (x5 —x3) # 0.

La restriction de v, est parfaitement déterminée par les valeurs aux
trois sommets du triangle 7}. La dimension de dimV;, < Ng. Pour avoir
dimVj, = Ng il suffit de montrer que les fonctions P par morceaux
sont continues sur €. Pour cela, il suffit de montrer que le raccord
entre deux triangles T} et T}/ est continue.

Placons nous dans le cas ou (AB) est U'interface entre 2 triangles.
On note v = U, €t v = Uhyz,, On a

(v=0)(A) = (v—V)(B) =0.
Soit M € [A, B, il existe A € IR tel que M = AA 4+ (1 — \)B. Ainsi,
(v—0") (M) = (v—0")ANA+(1-N)B) = AMv—0")(A)+(1-X)(v—0")(B) = 0.
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Ainsi dimV;, = Ng Le reste de la démonstration se fait de la méme
maniere que pour la proposition (5.2.1). Par commodité d’écriture, on
admet par la suite que les sommets internes du maillage correspondent
aux indices i € {1, N;}. Pour l'espace discret V;, on a le résultat
suivant.

Corollaire 5.3.1 1. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées
par les valeurs qu’elles prennent en chacun des N; sommets in-
ternes du maillage

2. dimV;,, = N; et

N;

Vo, € Vi, vp(x) = th(qz)wz(x)

1=1

Les scalaires vy,(q") pour i € {1, N;} sont les degrés de libertés de
la fonction vy,.

3.V, C H&(Q)

démonstration : identique au corollaire (5.2.1).

5.3.2 Calcul de vy,

Le probleme discret est :

{ Trouver u € V}, tel que (5.4)

a(up,v) = L(v) Yv € Vj,.

ou V}, est 'espace décrit dans le corollaire précédent. On cherche alors
uy, sous la forme

Ng
up = szw’(:ﬂ)
i=1

ou les coefficients x; pour ¢ € {1, N;} sont déterminés en résolvant le
systeme
AX =D

avec
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1. X = (x1,29,...7N,)
2. A=(A4;,), 1<i<N;, 1<j<N\;

A = alw’,w')
3. b= (bi)i=1.n,, _

Ce qui suit explique le calcul de la matrice A et du second membre
b par un procédé appelé assemblage.

On a
A= / Vu'Vuw! + cw'w’
Q
N
= Aii(Ty)
k=1
avec
A i(Ty) = / Vw'Vu! + cw'w’.
Tk
Nr
bi= [ fuw' = bi(T})
L k=1
ou
bZ(Tk) = fw’
Ty,

5.3.3 Calcul des fonctions de base sur un triangle quel-
conque

Introduisons la notion de coordonnées barycentriques relatif a
un triangle Tj.

Proposition 5.3.2 Soit M = (x1,22) du plan. 1l existe un unique
triplet (A1, Ao, A\3) de nombres réels tel que

3 3
M:Z;AZAZ', Z;A,:L
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Ces scalaires sont appelés coordonnées barycentriques du point
M (un point M peut étre repéré par ses coordonnées barycentriques
comme par ses coordonnées cartésiennes). On a les propriétés sui-
vantes :

2. \; est une fonction affine des coordonnées cartésiennes et les co-

ordonnées cartésiennes sont des fonctions affines des coordonnées
barycentriques.

8. M e (A A?) <= \3(M) =0
4. MeT, <= 0<\N(M)<1,Vie{l,3}.

démonstration : Soit M = (z1,x9)et A" = (2%, %) pour i = 1,3 les
trois sommets d’un triangle Tj. Les réels (A1, A2, A3) sont solution du

systeme :
A1 + A + A3 =1
/\11}% + )\QZE% + )\356? = I
/\1[6% + )\2%% + )\3$§ = XI9

Son déterminant est

1 1 1

D=zt 2% a3
Ty W T

On a
D = +2 aire(T}) # 0.

Les formules de Cramer donnent :

1 1 1 1

AN o=~z 2} 23
D 2 .3

2 Ty Xy

1 1 1

1 3

/\2 =</ T1 1 Ty
D 3

Lo To9 Ty
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11 1 1
/\3:—$1 x% 1

I9 l’% I9

Donc les fonctions barycentriques sont des fonctions affines de xq et

9. Inversement, x; et x9 s’expriment comme des fonctions affines de
)\1, )\2 et )\3.

Montrons 3. : L’équation d’une droite est en coordonnées barycen-
triques aq A1 + asXo + azA3 = 0 car 1 et x9 sont des fonctions affines
des coordonnées barycentriques. Soit M € (Al A?), Al € (Al A?)
donc a; = 0 et A% € (A, A%) donc as = 0.
On a :
MeT, <= 0< N(M)<1,Vied{l,3}.

Les coordonnées barycentriques sont données par la formule :

aire(Ty)

N = —+
! aire(T)

ou
1. Ty ={M, AQ,A?’}
2. T = {Al,AQ,A3}

Par permutations circulaires, on a une expression de Ay et 3.

5.3.4 Utilisation de I’élément de référence

La transformation affine est définie par

\V/(l’l, .272) eT, Fk(.%'l, xg) = Al (Tk)-i-.%'lAl (Tk)AQ(Tk)-i—Z’QAl (Tk)Ag(Tk)
On a Fk(T) = Tk
On note

1. Al les coordonnées barycentriques dans le triangle T

2. )\iT’f les coordonnées barycentriques dans le triangle 7}.
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On a facilement
Ma)=1—-2; — 2y

M(z) =2y
() = 2y

et
Vi e {173}7 )‘sz(Fk(x)) - /\zT(x)

Un exemple d’utilisation dans un calcul d’intégrale :

[ NH@NH @) do = 2aire(T) [ AT ) dy

, 1 1=z 2aire(T]
= 2azre(Tk)/ y2/ yrdyrdys = %
0 0

On peut montrer que

2aire(Ty,)m!n!p!
24+m+n+p

[ O @) O @) O ) o =

ou 7T}, est un triangle de sommets 1, j, k.

5.3.5 Assemblage de la matrice

L’algorithme s’écrit
Tab=10
boucle sur £ =1, Ny
boucle sur ilocal = 1,2,3

calcul de l'indice globale ¢ correspondant au point d’indice
ilocal sur T},
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boucle sur jlocal = 1,2, 3

calcul de I'indice global j correspondant au point d’in-
dice jlocal sur Ty

calcul de la contribution élémentaire A;;(7})

+ Co)\Tk )\Tk

ilocal " ‘ilocal

Z] Tk f Ty )\Z;I;cal Azkocal
calcul de I'indice ind de stockage du coefficient A;; dans
le tableau T'ab

tab(ind) = tab(ind) + A;; (1))
fin boucle local jlocal

fin boucle local ilocal

fin boucle k.

5.3.6 Stockage de la matrice

On va exposer une technique de stockage des éléments non nuls de

la matrice A ; C’est tres intéressant car la matrice A est creuse. Cette
technique s’appelle le stockage morse et utilise la méthode format
CSR (compression sparse row).
Soit A(1 : N,1: N) une matrice creuse contenant nnz éléments non
nuls. Pour stocker cette matrice dans le format CSR, nous définissons
trois tableaux & une entrée notés ia(1, N + 1) , ja = (1 : nnz) et
aa(l: nnz).

1. le tableau ia est destiné a stocker le nombre d’éléments non nuls
sur chaque ligne. Plus précisément, ia(1) = 1 et nous avons que
la valeur ia(i + 1) —ia(7) est égal au nombre d’éléments non nuls
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de la ligne i, i = 1, N. On a nnz = ia(N + 1) — ia(1).

2. ja fournit les indices de colonne des élémentnon nuls. Plus précisément,
pour la ligne i, 7 = 1, N, la ligne (ja(p))iqi)<p<ia(i+1)—1 contient
tous les indices des éléments non nuls de la ligne i. Convention-
nellement, ja est rangé de sorte que les indices de colonne soient
croissnts pour une ligne donnée.

3. le tableau aa contient éléments non nuls de la matrice. Pour un
indice de ligne i donné, la liste (aa(p))ia(i)<p<ia(i+1)—1 contient tous
les éléments non nuls de la ligne ¢ par ordre d’indice de colonne

croissant.
Exemple :
10 0 2 0
34 0 5 0
A=]16 0 7 &8 9
00 10 11 0
00 0 0 12
On a

aa=1234567891011 12
ja=1411241345345

et
ia=1361012 13.

Pour retrouver le coefficient ay,, de la matrice A, on écrira :
pour p = ia(k) a ia(k+1) -1 (on parcourt la ligne k)
si ja(p) = m alors
aa(p) est la valeur cherchée
fin de la boucle p



Chapitre 6

Eléments finis

6.1 Introduction

Dans la deuxieme approximation de la formulation variationnelle
en dimension deux, on a découpé le domaine en triangles, approcher
la solution exacte par des polynomes de degré inférieur ou égal a un et
les inconnues du probleme étaient les valeurs aux sommets internes de
chacun des triangles. Le triplet (T, P,X) olt T est un triangle, P = P!
et X = {p(A4"), i € {1,3}} qui nous a donc servi a construire V}, et &
calculer une approximation de la solution exacte s’appelle un élément
fini. Précisons les définitions.

6.2 Définitions

Soit un triplet (K, P,X) ou
1. K est un sous-ensemble fermé de IR" d’intérieur non vide,

2. P est un espace vectoriel sur IR de dimension finie de fonctions
définies sur K,

3. Y est un ensemble de formes linéaires sur P de cardinal N et on
note ¥ = {p;}V,.

Definition 6.2.1 On dit que ¥ est P-unisolvant si et seulement si
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pour tout o; € IR, 1 € {1,.., N}, il existe un unique p € P tel que
wilp) =a;, Vi=1,..,N.
Definition 6.2.2 Le triplet (K, P,3) est un élément fini de IR" si il

satisfait 1., 2. et 3. et s X est P-unisolvant.

6.2.1 Exemples d’éléments finis :

1. K =[a,as], P = P! et ¥ = {¢;}i=12 avec
pi: P' — R :p — play).

2. K = [ay,as], P = P? et ¥ = {;}i=123 avec
pi: PP — R :p— pla;)

avec ag le milieu du segment [aq, as].

3. K est un triangle de IR?, P = P et ¥ = {¢;}i=123 avec

pi: P' — R :p — play).

4. K est un triangle de IR?, P = P* et ¥ = {¢}i—123U{pij }1<icj<s
avec
wi: PP — IR :p— p(a),
QOZ‘]‘IP2 —>]R:p—>p(az-j)

a;ta;
2

avec a; sommets du triangle et a;; = le milieu du coté

[ai,aj], 1< <j < 3.
6.3 Conditions nécessaires et suffisantes pour la
P-unisolvance

Lemme 6.3.1 X est P-unisolvant si et seulement st

1. il existe N fonctions p; linéairement indépendantes telles que

pi(pj) = 51']'7
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2. dim P =card .
ou

1. lunique fonction p € P telle que @;(p) = 0 Vi est Uapplication
nulle,

2. dim P =card .

démonstration : La P-unisolvant est équivalente a la bijectivité de
I’application :

¢: P — ()il
— si (e; = 0;;)7, est la base canonique de IR™, on a p; = ¢~ '(e;).

<= étant donné o = (ozj)j.vzl,

N
p= Z Qi p;
i=1

satisfait ¢(p) = a. Donc ¢ est surjective donc bijective.

on vérifie que p € P donné par

Definition 6.3.1 L’ensemble {p;}¥ | déterminé au point 1. est appelé
une base de P associée a l’élément fini (K, P,X).

Remarque 6.3.1 La base {p;}¥, de l’élément fini est en fait la base
locale qui nous a servi a définir la base globale de [’espace discret Vj,
d’ou son mom.

Remarque 6.3.2 Dans la pratique K est en général un polyhedre de
R"™; P est un espace de polynomes et les formes linéaires sont des
types sutvants :

1. ;i prpla;), ot a; sont des points de K,
2. @i p— Vpla;) - &, ot a; sont des points de K, Vp(a;) désigne
le gradient de p en a; ie
(..
/E(a’)\

Vp(ai) =
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ou & désigne un vecteur de R"™.

8. i pr ED%*p(a;)n;, ot a; sont des points de K,

0*p
plai) 0xk 021 ) | <p1<n

désigne la matrice hessienne des dérivées secondes de p évaluées
en a; ; &, n; désignent des vecteurs de R" fizés.

Lorsque toutes les formes linéaires sont du type 1), on parle d’éléments
finis de Lagrange, lorsqu’elles sont du type 1), 2) et 3) on parle d’éléments
finis d’Hermiate.

6.4 Famille d’éléments finis

Definition 6.4.1 Deux éléments finis (K, P,%) et (K', P',¥') sont
dits affinements équivalents si et seulement si il existe une appli-
cation affine inversible F': IR" — IR" telle que

I F(K) =K',
2. P={poF 1 Vpe P},

3. il existe des ensembles X = {p;}N | et ¥/ = {1, telles que
pi(p) = ¥i(po F),Vpe PVi=1,.,N.

L’intéréet de cette notion repose sur le fait que les fonctions de base se
transportent d’un élément fini a 'autre. C’est cette propriété que
I’on a utilisée dans I’approximation pour calculer les fonctions
de base locales en fonctions des fonctions de base de I’élément
de référence pour pouvoir calculer la matrice A et le second
membre b. On a transporté les fonctions de base de I’élément
de référence sur chaque petit élément de la triangulation car
les éléments finis utilisés étaient affinements équivalents.

Exercice 6.4.1 Elément fini d’Hermite d’ordre 3
Montrer que (K, P3,X) ou
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1. K est triangle

2. Py est l’espace des polynomes de degré inférieur ou €gal a trois.
3. X est l'ensemble des formes linéaires suivantes :

(a) @i :pr— pla;), i=1,2,3,

(b) @iy p Vpla) - (a5 — @), iyj = 1,2,3 0 # j.

4. Deux éléments sont-ils affinement équivalents ¢

Exercice 6.4.2 Triangle de Morley
Montrer que (K, Py, X ) ot

1. K est triangle
2. Py est l’espace des polynomes de degré inférieur ou €gal a deu.
3. X est l'ensemble des formes linéaires suivantes :

(a) @i :pr— pla;), i=1,2,3,

(b) ;i p— %(mi), i =1,2,3 et m; est le milieu du coté opposé
a a; et v; est le vecteur normal sortant de ce coté.

4. Deux éléments sont-ils affinement équivalents ?

Exercice 6.4.3 Elément fini d’Agyris
Montrer que (K, Ps,Xk) ot

1. K est triangle
2. Py est l’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a cing.
3. Xk est l'ensemble des formes linéaires suivantes :

(a) pi:prpla;), i=1,2,3,

(b) iy v gela), i=1,2,3 =12

(c) pijr = p 32259%(@@-), 1= 1,23 et 0 < 3,k < 2 tel que
j+k=2,

(d) i :p— %(mi), i =1,2,3 et m; est le milieu du coté opposé
a a; et v; est le vecteur normal sortant de ce coté.

4. Deux éléments sont-ils affinement équivalents ¢
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Exercice 6.4.4 Soit le triplet (K, P,Y) défini par
1. K est le losange de sommets (—1,0), (0,—1), (1,0) et (0,1).
2. P=Q!
8.3 ={p(AY), i =1,4}.

Est ce que c’est un élément fini ¢

6.5 Exemples d’éléments finis en dim 3

Les éléments finis en dimension 3 se construisent comme en dimen-
sion 2. Il y a deux familles d’éléments finis :

1. les éléments finis triangulaires

2. les éléments finis rectangulaires

6.5.1 Exemples d’eléments finis triangulaires
1. K est un tétracdre, P = P! et ¥ = {¢;}}; avec
@i Pt — IR:p—pla;) Vi=1,4.

(Ici P! est ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal &
un en xy, ra et xs).

2. K est un tétracdre, P = P? et ¥ = {p;}1_; U {pi; }1<i<j<4 avec
@ZPQ —>Bp—>p(al) VZ:1,4,
sOij1P2—>]R:p—>p(aij) Vi<i<j<i4

avec a;; le milieu de l'aréte [a;, a;].

6.5.2 Exemples d’eléments finis rectangulaires

1. K est un cube, P = Q' et ¥ = {;}}_, avec

0 Q' — R :p — pla;) Vi=1,4.
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(Ici Q! est 'ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal &
un par rapport a chaque variable z1, xs et x3, il est engendré par
1, x1, T2, T3, T1T9, 1173, et Ta13).

2. K est un cube, P = Q% et ¥ = {p;}i_; U {0 }1i<jcs avec
0 Q* — R:p— pla;) Vi=1,4,
0ij:Q° — R:p—pla;) V1<i<j<4

avec a;; le milieu de l'aréte [a;, a;].

Exercice 6.5.1 Soit le triplet (K, P,%) avec
1. K est le carré unité,
2. P=(Q?
8. ¥ ={pi})_ avec

wi 1 Q? — IR, p — p(a;) pouri =14

0 Q> — R, p — p(a;;) pouri=58
et
py: Q° — R,p — p(G)
ot a; sont les sommets du carré, a;; les milieur des cotés et G le
centre de gravité du carré.

Montrer que c’est un élément fini unisolvant. (on pourra essayer de
trouver une base associée a l’élément fina.

Exercice 6.5.2 Soient (K, P,%) et (K', P, YY) deux éléments finis in-
troduits o l'exemple 3. (élément fini triangulaire P'). Montrer qu’ils
sont affinements équivalents et calculer explicitement la transforma-
tion affine.
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Chapitre 7

Eléments finis pour Stokes

La généralisation de la méthode des éléments finis a un systeme
d’équations aux dérivées partielles ne pose pas de problemes parti-
culiers. Ce n’est pas le cas pour le systeme des équations de Stokes
a cause de la condition d’incompressibilité du fluide ou condition de
divergence nulle pour la vitesse. Dans domaine borné @ C RY, en
présence de forces extérieures f(x), les équations de Stokes s’écrivent :

Vp —pAu= f dans ()
divu =0 dans €2 (7.1)
u=20 sur 0f)

ou p > 0 est la viscosité du fluide.

7.1 Premiere formulation variationnelle

Nous proposons la formulation variationnelle :

Trouver u € V tel que

/uVu-Vvda::/f-vdeveV (7.2)
0 0

ou V est I'espace de Hilbert défini par :
V ={v € Hy(Q) tel que divo = 0 pp dans Q}.
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Comme V contient la contrainte d’incompressibilité divv = 0, il est
tres difficile de construire une approximation par la méthode des éléments
finis de (7.2). Plus précisement la difficulté est de définir un sous es-
pace de dimension finie V}, inclus dans V' dont les éléments s’écrivent
grace aux fonctions de base P, ou (J;. Par exemple, si 75, est une tri-
angulation réguliere au sens de Ciarlet de 'ouvert €2, on peut définir

Vi, = {v e C°(Q), divv = 0 dans Q, yx € PNVYK € 7, v =0 sur 09},

mais il n’est pas clair que V}, ne soit pas trop petit. En outre, il faudrait
construire une base de V) qui vérifie la condition divv = 0. Donc en
général, on n’utilise pas la formulation (7.2).

7.2 Une autre formulation variationnelle : probleme
de type point selle

En pratique, on introduit une autre formulation variationnelle qui
consiste a ne pas forcer I'incompressibilité dans la définition de 1’es-
pace et a garder la pression comme inconnue dans la formulation va-
riationnelle. En multipliant la premiere équation de (7.1) par une fonc-
tion test v € H}(Q)Y et la deuxiéme équation par une autre fonction
test ¢ € L?(Q), on obtient aprés intégration par parties : trouver
(u, p) € HI ()N x LE(Q) tel que

fQ,uVu~Vvda:—prdivvdx:fo-Uda: (7.3)
qudivudx:O, '

pour tout (v,q) € H} ()N x L3(Q) avec

L3(Q) = {v € L*(Q), tel que /qdaj = 0}.
0

Un intéret supplémentaire de cette nouvelle formulation est que la
pression n’y est pas éliminée et donc il sera possible de la calculer.

Exercice 7.2.1 Montrer que (u,p) est solution de (7.1) si et seule-
ment si (u,p) est solution de (7.3).



7.3 Approximation de la formulation variationnelle 73

Remarque 7.2.1 Pour montrer que le probléme (7.3) a une unique
solution, on utilise ce que ['on appelle la théorie des méthodes mixtes.

7.3 Approximation de la formulation variation-
nelle

Il est alors facile de construire une approximation de (7.3). On définit
les espaces discrets

Vi, = {v e C°(Q)N tel que vjx € P pour tout K € 7, et v =0 sur 9Q}
Qn = {q € C°(Q) tel que g € P pour tout K € 7,}

qui sont bien des sous espaces de H ()Y x L3(Q).

Le probleme discret s’écrit : trouver (up,pp) € Vi x Qy, tel que :

fQ uNVuy - Vo, dr — fgph div vdr = fQ frudx (7.4)
quhdivudaj:O, '

pour tout (vp,qn) € Vi X Qp.
On introduit une base (¢;)1<j<n, de V4 (ny dimension de V) et une

base (¢)1<j<n, de @Qn (ng dimension de ()5,). On décompose uy et py
sur ces bases

ny nQ
un(z) =Y ujipi(x), pu(z) =) piv(x).
j=1 j=1
La forme matricielle de (7.4) est
A, Bj U\ ([ b
(5 0) ()= (4 &
ou B est la matrice adjointe ou transposée de Bj, et

(An)i<ijeny = (1 Jo Vi - Vjda), ) oo
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(Br)i<i<ny,1<j<ng = ( - fQ Vidivy; dx )1§i§nv,1§j§nQ ’
Un = (Ui)i<i<ny »
Py = (pi)i<i<no-

On a le résultat suivant pour le systeme (7.5).

Théoréme 7.3.1 Le systeme (7.5) admet unique solution (U, Pp) €
RN x RNe tel que le vecteur U, est unique tandis que P, est unique
a Uaddition d’un élément de KerB;.

preuve : Comme (KerBj,)* = ImBj, on peut montrer que le systeme
(7.5) est équivalent a

Trouver Uy, € KerBy, tel que (AU, W) = (bp, Wy,) VW), € KerBy,.

Il suffit alors d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram pour obtenir
I'existence et 'unicité de Uj, dans KerBy,. Par ailleurs, on vérifie que
P, est déterminé a un élément de KerB; pres car Py, est solution de

By Py, = b, — AUy,
On peut caractériser le noyau de B;.

Lemme 7.3.1 Le vecteur de R™Ve dont toutes les composantes valent
1 est dans KerB;.

preuve : La fonction r;, = 1 appartient a ()}, et pour tout w;, € Vj, on
a

/T’hdiv Wp, dr = (Wh, B;:Rh) = (BhWh, Rh)
Q

avec R, = (1,....1) € RY et W), = (wp(x;)), (x;) étant les points du
maillage. Ainsi, on a

W Bis) = [

divwy, dx = / wy, - nds = 0 pour tout wy, € Vj,.
Q0 o0

On en déduit que R;, = (1, ....1) appartient a KerB;.
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Remarque 7.3.1 La pression discrete py, est définie au moins a une
constante pres.

On admet le résultat suivant.

Lemme 7.3.2 Si on choisit k = 2 et k' = 1 (éléments finis quadra-
tiques en vitesse et linéaire en pression) on peut montrer que le noyau
de KerB;j est engendré par le vecteur Ry, = (1,...,1) c’est a dire que
les €léments de KerB; sont des vecteurs constants.

Lorsque k =1 et k' = 1 le noyau contient des éléments autres que les
constantes.

Dans la pratique, si dim(KerB;) > 1 la méthode des éléments finis
est inutilisable car la méthode est instable : I'algorithme hésite entre
plusieurs pressions discretes, la résolution du systeme va conduire a des
oscillations numériques. Par contre si dim(KerBj) = 1, en imposant
par exemple la moyenne de la pression sur le domaine 2, on supprime
I'indétermination sur la pression discrete et le systeme a une unique
solution.



76

Eléments finis pour Stokes




Chapitre 8

Eléments finis de Raviart-Thomas
pour le probleme de Dirichlet

8.1 Probléme de Dirichlet

8.1.1 Formulation mixte du probleme de Dirichlet

Soit 2 un domaine borné de R? dont la frontiere supposée lip-
schitzienne est notée I'. On considere le probleme de Dirichlet non
homogene :

Trouver u € H(Q) tel que :

{ —div(a gradu) = f dans €, (8.1)
u=gsur [’

avec a € L>®(Q, R*?) vérifiant :
Ja > 0 tel que a(x)é - € > aléf?, V&€ € IR? ppen x € Q,

feL?Q), et ge H/AI).

Remarque 8.1.1 1. L’espace HY*(T') est lespace des traces des
éléments de H'(Q).

2. a est une matrice 2 X 2 dont les coefficients sont bornés sur 2.
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Introduisons la variable auxilliaire

p = a(u) grad u.

(p est un vecteur de R?).

Introduisons le cadre fonctionnel lié a ’analyse du probleme.

On doit chercher p € H(div;2) o
H(div; Q) = {u € L*(Q)? dive € L*(Q)}.

D’autre part, si on note par A la matrice définie presque partout dans
Q) par :

on a
Ap = gradu.

En multipliant cette égalité par une fonction test ¢, en intégrant sur
() et en utilisant une formule de Green, on a

/qud:z:+/udivgdx:<g-ﬂ,u > .

En écrivant faiblement (8.1), on obtient

/vdivpd:c:—/fvd:v.
) - Q

La formulation variationnelle mixte du probleme (8.1) est alors :
Trouver (p,u) € X x M tel que :

{a(p, q) + blg,u) = L(g) Vge X

b(p,v) = x(v) YveM (8.2)

avec
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J
b(p,v) = —/Q vdivp dz,

L(g) =<q-n, g >,
X(v):/Qfde.

Exercice 8.1.1 Montrer que la formulation variationnelle est équivalente
au probléme (8.1) et qu’en particulier on retrouve bien la condition de
bord de type Dirichlet.

Pour montrer que le probleme variationnelle a une unique solution, on
va utiliser le résultat suivant.

Théoreme 8.1.1 Soient X et M deux espaces de Hilbert.
a: XxX—IR
b: X xM— IR
continues respectivement sur X X X et X x M 1ie
AM, 20, |a(v, w)] < M|[v]|x|w]|x,

My >0, [b(v, )| < My[[o] x| pllar-

Pour tout (L,x) € X' x M', on considere le probleme de type point
selle sutvant :
Trouver (u, \) € X x M tel que :

{a(u,q) + b(g,\) = L(g), Vg€ X
b(u,v) x(v), Yo e M

Si on suppose de plus que :

1. a est coercive sur Ker b
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2. 38 >0, supj,|=1b(p,v) > Bv|m YveM
alors le probleme (8.3) a une unique solution (u,\) € X x M.

Lemme 8.1.1 La forme bilinéaire b vérifie la “condition inf-sup” de
Brezzi sur X x M ie :

18>0, sup b(p,v)>Gv||m Yve M.
Ipllx=1

Preuve
La démarche utilisée est la suivante :
On construit un opérateur T' € L(M, X) tel que

b(Tv,v) = |vll3

La “condition inf-sup” s’en déduit immédiatement.
En effet, en posant p =T, on a :

1
b(p,v) = [[oll3; = ITIl llv] Tl o]

> |l 1ol
]

> o el ol
HTH

—  sup b(pv) >

> Jv]| Vv e M.
peX,pllx=1 HT l

On choisit alors § = ﬁ

On construit 7" en introduisant un probleme auxiliaire : pour v € M
fixé, trouver w tel que :

w € H(Q)
{ A — o (8.4)
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On pose alors
Tv = —grad w.

La théorie variationnelle nous dit que le probleme a une unique solu-
tion w et que :
[Tz = lwh < |lw|[m

< Cjv|| r2q)-

De plus, on a :
[div(Tv)|| = [[Aw]

= [[vll 2.

Donc
Tv € H(div, Q).

Alinsi, on obtient :
b(Tv,v) = —/ div(Tv)v = |Jv]|*.
)

Théoreme 8.1.2 Le probléme du point selle (8.2) pour le probléme
de Dirichlet (8.1) admet une unique solution dépendant continuement
des données g € H2(T) et f € LA(Q).

Preuve : D’apres le lemme 8.1.1,la forme bilinéaire b vérifie la condi-
tion inf-sup. Il reste & montrer que a est coercive sur

V=Ker()={pc X,bp,v)=0, Vve M} = {p € X, divp= 0}.
La propriété d’éllipticité de a donne en posant A = D ie £ = aD,
AE.E = aD.D > ol A¢J?

D’autre part : [£] = |aA€| < ||a||z~ |AE| VE € IR? pp sur Q.
D’ou,
€

|z~

< |AE|.
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Ainsi on a :

€J°

4[|

ALE>a =7 ¢

Il s’ensuit que :
on.p) = [ Apep =l

> 7 [lpllx.
car div p = 0 pour p € V.

8.2 Approximation du probléme continu (8.2)

C’est une méthode d’éléments finis construite sur un maillage 7, en
triangles T" de ). Rappelons que 75, est un maillage de type éléments
finis si 73, constitue un une partition sans recouvrement de {2

a=JT

TeTy,
VI,Ler,:T#L, alorsTNL=0.

On note &, 'ensemble des arétes du maillage :
VT' € &,, on a l'alternative

AT, L e, : T# LavecT € Tet T' € L (T’ est une aréte interne)

ou
T'CT (T est une aréte frontaliere).

Pour cette méthode d’approximation, on aura besoin de définir un
sens pour la normale aux arétes internes car les degrés de liberté de
la variable p seront les flux de cette variable au travers des arétes des
triangles du maillage.

On fixe un sens de traversée de chaque aréte en fixant la normale uni-
taire a cette derniere. Cette normale est la normale sortante de € si
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I’aréte est frontaliere et, par exemple, sortante de ’elément de plus
bas numéro et donc entrante dans I’elément de plus fort numéro.
On notera :

T+ : le triangle de plus bas numéro,
T~ : le triangle de plus fort numéro,
T’ : Tlaréte commune aux 2 triangles.

La normale & T" est dirigée de T vers T
La justification de I'utilisation des éléments finis de Raviart-Thomas
pour approcher X = H(div, ) vient du théoreme suivant :

Théoréme 8.2.1
L(Q, R?) = {p € L*(Q, R?); Py € (C®(T)*, VT € 7,}
alors

p € L(Q, R?) est dans H(div,Q) <= p'n*+pn =0 sur T’

Y aréte interne T' € &,

En représente ['ensemble des arétes ;

\ + .
ou p _Z_?Tj:?

n* est la normale unitaire a T’ orientée vers Uextérieur de T™.

On voit donc que pour construire un sous-espace d’éléments finis ap-
prochant X = H(div, ), il suffit de raccorder les composantes nor-
males aux interfaces des différents éléments.

On s’appuie alors sur la proposition suivante.

Proposition 8.2.1 Soit D une droite du plan et n une normale uni-
taire a D. Alors en notant par x la fonction dans C*(IR?, IR*) définie
par :

(&)z = Ty, 1= 1,2

la fonction x — x - n est constante sur D.
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En effet, soit 2y € D. Clairement, x € D ssi (x — 2p) -n = 0. D'ou le
résultat.

On a alors la méthode des éléments finis de Raviart-Thomas a l'ordre
le plus bas.

8.2.1 Elément fini de Raviart-Thomas

L’élément fini de Raviart-Thomas (T, RTj, >.) de plus bas degré est
le triplet :

1. T est un triangle de sommets al, al al,

2. RTy ={p=a+ 0z, a € R* (€ R},
3. X ={li(p) = fTi/]_D-@dT/, i=1,2,3, TZ/ = [QZT,QZT_H]}.

Remarque 8.2.1 On en déduit d’apres la proposition 8.2.1 que st p €
RTy alors p-n est constant le long des arétes des triangles du maillage.
Or p-n est l'inconnue du probléme (ie qu’il est unique par aréte). Donc
les fonctions discrétisées avec les éléments finis de Raviart-Thomas

ont une composante normale continue d’un triangle a un autre et sont
donc dans H(div; Q).

Proposition 8.2.2 Le triplet constitué (T,RTy, X) est un élément fini
c’est a-dire tout polynome p € RT} est parfaitement déterminé si on
connait l;(p), 1 = 1,2,3. On dit que le triplet est unisolvant.

Preuve

®: RT, — IR?
p — (lLi(p)i=123

La dimension de RTj est égale & la dimension de IR*. Montrons alors
que @ est injective ce qui impliquera que ¢ est bijective.
Supposons que [;(p) = 0 Vi =1,2,3 avec p € RTj. On a alors divp =
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28

De plus, on sait en utilisant la formule Green :

/divp dT:ET//p.QdT’:O — [ =0.
T N T

D’ou, p = «. La nullité des flux entraine alors que a est orthogonal a
deux directions non colinéaires donc c’est le vecteur nul.

8.2.2 Espaces d’approximation

On choisit comme espace d’approximation pour X
X, = {ph e X, DT € RT, VT € Th}.

C’est un sous espace de dimension N, le nombre d’aréte de &, de
H (div; 2). Tout élément pj, est completement caractérisé par ses degrés
de liberté {pp} formés des flux a travers chaque aréte des triangles.

Pour approcher M, on choisit

My ={gq. € M, qr € Py YT € 1,}.

8.2.3 Approximation de la formulation mixte par les éléments
finis R1Tj

Elle repose sur le résultat suivant.

Théoréme 8.2.2 Le probléme approché du probleme (8.2) est :
Trouver (p",u") € X" x M" tel que

h h h . .h h h h
a(p”, ¢")+ b(q", u Lq¢", Vq¢"e X
{6 o) .

M) =yt Yol e Mt
est bien posé.

En outre, la solution converge (p", u") vers la solution (p,u) du probléme
(8.2) lorsque h — 0.



86 Eléments finis de Raviart-Thomas pour le probleme de Dirichlet

Les degrés de libertés sont alors :
1. les flux de p a travers les arétes des triangles du maillage

2. les valeurs de ¢ au centre de gravité du triangle.

8.2.4 Systeme discret
Soient A, B, et ¢", f" définis par :
{"YAP"Y = [ A -4
{V"}YB{p"} = — [ovdiv{p"}
{"¥ "y = Jd"d"n
WYY = ot
La formulation mixte s’écrit sous forme matricielle :
A"y + BY{u"} = {¢"}
h h (8.6)
B{p"} = {/"}
D’apres la premiere équation de (8.7),
ph _ _A—lBtuh + A—lgh
car A est inversible.
On remplace p" par sa valeur dans la deuxiéme équation de (8.7) et
on obtient :
BA—lBt h — —fh—l—BA_lgh.

Donc, pour trouver ", il nous faut calculer {g"}, {f"}, A et B.
Calcul de {¢"}
Tout d’abord, on a :

h h !
9q" -ndl= /gq -n dT".
/ >

N T
7' frontaliere

On approche alors g, par g(m/T) ou m/T est le milieu de laréte T.

D’ou
/gqh'ndfz > glmy) /,qh-@dT'.
r T

7' frontaliere
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Donc, {g"} est un vecteur de longueur N, définie par :

{ h} B 0 si i numero d’une aréte interne
L g(m;) silaréte de numero i est frontaliere

Calcul de {f"}

De méme, on approche f sur chaque triangle 7" par f(ar) ou ar est
le centre de gravité de T', d’ou

/thfdxzz/vaTdT:Z\T\f(aT)UT.

Ter, Tem,

Soit encore,

{f"; =|T;|f(a;) ,¥i=1,..N,.

Calcul de A

En pratique, on numérote les arétes en construisant un tableau des
arétes : NARET(i,j)ouj=1, ..., N. et i =1, 2, 3 ou NN, représente
le nombre de triangles.

On note | = |[NARET (i,j)| le numéro global de I'aréte ¢ du triangle
J tandis que 7 est son numéro local.

En outre,

(< 0 si orientation de la normale a 'aréte 1 est rentrante

relativement au triangle 7;

o ie T est le triangle T relativement a I’arete 7))

NARET ¢ Lie T est le tri DA :
(i, f)est s > (si 'orientation de la normale a ’aréte j est sortante

relativement au triangle 7;

[ (e T; est le triangle T relativement a I'arete 7))

Notons par pg?] les flux sortants de p; relativement au triangle T;, les
[i]

degrés de liberté locaux pji sont reliés aux degrés de liberté globaux
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par
Pm = Gg-i]p?], m = |NARET(,j)|; eg-ﬂ = sign(NARET(i,j)).

La matrice A d’ordre N, est formée par assemblage a partir des ma-
trices élémentaires. On écrit

t
" Ap" = > ren, JpAp" - ¢" dT

= YNl e gy e gy AP | (g
6[i] [1]
3 43

ott Al est la matrice élémentaire donnée par :
. [1]
Al — / AJy- JdT, 1<k<1<3
T

ou J;, [ =1,2,3, désigne les fonctions de base définies par :

fT[i]l Jl.ndT/ = 5kl-

Calcul géométrique pour déterminer les fonctions de base dans un triangle
T

On suppose que le triangle 7" a pour sommet a;, ¢;,; et a;,, et que
'aréte | a pour sommet a; et a;,,. Soit Ji(x) = v — .o, Vo € T. Ce
champ de vecteur vérifie :

/.

I+1

Ji() - ndTys = / ) ndTis =0,

Tirs

— jg est colinéaire a J; ie jl = ¢ J].
Mais
/, Ji(w)-n=2|T.
T

l
Donc,
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Au besoin en prenant a constante sur I’élément 7T', on obtient la matrice
¢lémentaire par

(i 1 ’ a, +a a, t+a
' = “n+1 & Yn+1
A= g LA ) (B ey
car la formule d’intégration des milieux des arétes

3

~\T —n+—n
[ oar=E1 5" ottt

n=1

est exacte pour les polynomes de degré < 2.

La formation de la matrice A se fait par assemblage par la formule
A App + el

m, eg] et n, ey] sont reliés respectivement a |[i], k et [i], | par la définition

de py,.

La matrice A est une matrice de type éléments finis i.e deux degrés
de liberté ne sont pas couplés s’ils n’appartiennent pas a un meéme
élément. On définit la demi-largeur de bande [, de la matrice A par

Apn = 0si jm —n| > 1.
Observons que [, est donnée ici directement par

y=max{|m—n|; 3T en, :T,, T €T}

Calcul de la matrice B

La matrice B n’a pas besoin d’étre calculée. En fait, il suffira étant
donné un vecteur {p,} de longueur N,, de savoir calculer le vecteur
{v,} de longueur N, défini par v" = Bp". Or, on a Vu" € M"

T T
W = W Byl

= ey fyutdivpdr

= v, w4 pi 4 pi)
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Par identification, on a :
ol = elpl + e pl + e o

avec [ = INARET(i,j)| et egi] = sign(NARFET (1, 7)).
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